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A propos d’une version faible
du problème inverse de Galois
Bruno Deschamps et François Legrand
Résumé
Cet article aborde le Problème Inverse de Galois Faible qui, pour un corps k donné, énonce
que, pour tout groupe fini G, il existe une extension finie et séparable L/k telle que Aut(L/k) = G.
Un de ses objeifs est de montrer comment l’on peut génériquement construire des familles de
corps satisfaisant à ce problème, mais pas au traditionnel Problème Inverse de Galois. C’est par
exemple le cas pour les corps Qrés, Qtr, Qpyth ou encore pour les pro-p-extensions maximales de Q.
Nous démontrons par ailleurs que, pour tout groupe fini non trivial G, il existe de nombreux corps
vérifiant le Problème Inverse de Galois Faible, mais sur lesquels G ne se réalise pas comme groupe
de Galois. Comme autre application, nous montrons que la forme régulière du Problème Inverse de
Galois Faible admet une réponse positive sur n’importe quel corps.
Abstra
This paper deals with the Weak Inverse Galois Problem which, for a given field k, states that, for
every finite group G, there exists a finite separable extension L/k such that Aut(L/k) = G. One of its
goals is to explain how one can generically produce families of fields which fulfill this problem, but
which do not fulfill the usual Inverse Galois Problem. We show that this holds for, e.g., the fields
Qsol,Qtr,Qpyth, and for the maximal pro-p-extensions ofQ. Moreover, we show that, for every finite
non-trivial group G, there exists many fields fulfilling the Weak Inverse Galois Problem, but over
which G does not occur as a Galois group. As a further application, we show that every field fulfills
the regular version of the Weak Inverse Galois Problem.
.— Introduion.
Le problème inverse de la théorie de Galois sur un corps k (PIG/k en abrégé) consiste à savoir si
tous les groupes finis apparaissent comme groupes de Galois sur le corps k ou non. Le problème orig-
inel de Hilbert-Noether est le cas k = Q et reste à ce jour une question toujours ouverte. L’approche
moderne pour tenter de résoudre le PIG/k consiste à introduire une indéterminée T et, pour un
groupe fini G donné, à regarder si l’on peut construire ou non une extension finie galoisienne E/k(T )
de groupe de Galois G telle que E/k soit régulière (c’est-à-dire telle que k soit algébriquement clos
dans E). Il s’agit du Problème Inverse de Galois Régulier sur k (PIGR/k en abrégé), forme géométrique
du Problème Inverse de Galois sur k. Nous renvoyons notamment aux livres classiques [Völ]
et [MM] pour un vaste aperçu de ce problème, ainsi qu’à [Zyw] pour des résultats plus récents.
Il est conjeuré (voir par exemple [DD, §..]) que le PIGR/k est vrai pour tout corps k (ce qui
équivaut en fait à dire qu’il est vrai sur tout corps premier). Si k est un corps hilbertien, on voit par
spécialisation que l’on a PIGR/k =⇒ PIG/k . Il est donc raisonnable de conjeurer que le PIG/k soit
vrai pour tout corps hilbertien k, et donc, en particulier, pour k =Q.
En , dans [FK], E. Fried et J. Kollár ont annoncé avoir montré que tout groupe fini appa-
raissait comme groupe d’automorphismes d’une extension finie (non nécessairement galoisienne)
de Q. Leur preuve comportait cependant une erreur que M. Fried corrigea deux ans plus tard
dans [Fri]. Ce résultat invite naturellement à considérer la forme faible du PIG/k suivante : pour
tout groupe fini G, existe-t-il une extension finie séparable L/k telle que Aut(L/k) = G ? Dans la suite,
nous appellerons cette variante le Problème Inverse de Galois Faible sur k, que nous abrègerons en
PIGF/k . Depuis l’article de M. Fried, plusieurs avancées significatives sur ce problème ont été ef-
feuées. La plus générale est aussi la plus récente et est due à E. Paran et au second auteur du
présent article qui montrent dans [LP] que le PIGF/k admet une réponse positive dès que k est un
corps hilbertien. Ce résultat généralise donc le cas k = Q ainsi que des travaux de T. Takahashi et
C’est le cas par exemple si k est un corps de nombres ou le corps des fraions rationnelles en une variable
à coefficients dans un corps quelconque. Nous renvoyons à [FJ] pour un vaste aperçu des corps hilbertiens.

W.-D. Geyer sur ce problème, et vient conforter la conjeure que le PIG/k est vrai pour tout corps
hilbertien k.
Étant donné un corps k, on peut aussi affaiblir l’énoncé PIGR/k , en demandant seulement de
réaliser tout groupe fini G comme le groupe d’automorphismes d’une extension finie séparable
E/k(T ) telle que E/k soit régulière. Dans la suite, nous appellerons cette variante le Problème In-
verse de Galois Régulier Faible (sur k), que nous abrègerons en PIGRF/k . A notre connaissance, le
résultat connu le plus général sur ce sujet affirme que cet énoncé possède une réponse positive pour
tout corps k de caraéristique nulle, cf. [Fri].
Le premier élément important que nous présentons dans cet article est que ce résultat est en fait
valable pour tout corps. Nous établissons ce fait en nous appuyant sur la preuve originelle de M.
Fried et en montrant :
Théorème .— Pour tout groupe fini G et tout corps k, il existe une extension finie séparable E/k(T ) de
groupe d’automorphismes G et telle que E/k soit régulière.
Lorsque le corps de base k est hilbertien, le théorème  fournit par spécialisation une réponse
positive au PIGF/k , ce qui permet de retrouver le résultat principal de [LP].
Du point de vue de la pure théorie des groupes, notre étude permet de donner des conditions
suffisantes sur l’arithmétique d’un corps k pour que le PIGF/k admette une réponse positive. Plus
précisément, nous montrons que cette conclusion est vérifiée s’il existe un groupe fini simple non
abélien G0 tel que, pour tous n ≥ 1 et N ≥ 1, toute extension de G
N
0 par An se réalise comme
groupe de Galois sur k (voir lemme  et théorème ). Ceci nous permet d’exhiber de nombreux
corps satisfaisant au PIGF, un premier exemple étant donné par le théorème ci-dessous, qui est en
fait valable pour tout corps dont le groupe de Galois absolu est librement engendré par une famille
infinie d’involutions (voir théorème ).
Théorème .— Le corps Qtr des nombres algébriques totalement réels satisfait au PIGF.
Le résultat principal de [LP] ne porte que sur les corps hilbertiens et ne permet donc pas de
mesurer l’éventuelle distance qui pourrait exister entre le PIG et son petit frère le PIGF (puisque,
comme nous l’avons expliqué, ces corps satisfont conjeuralement au PIG). Ce premier exemple est
donc intéressant dans la mesure où le corpsQtr ne satisfait pas au PIG.
Pour aborder le PIGF sur d’autres corps, potentiellement non hilbertiens, nous nous intéressons
ensuite à la notion de clôture d’un corps k relativement à une classe C de groupes finis : il s’agit
du corps kC qui est, par définition, le compositum de toutes les extensions finies galoisiennes de k
dont le groupe de Galois soit un élément de C . Le caraère potentiellement non hilbertien du corps
kC résulte du fait que, sous certaines hypothèses sur la classe C (cf. théorème ), le corps kC est
C -clos, c’est-à-dire qu’aucun élément non trivial de C ne se réalise comme groupe de Galois sur kC .
Nous consacrons les seions  et  de cet article à l’étude de certaines propriétés relatives aux classes
de groupes finis et à celle de l’arithmétique des clôtures associées d’un corps. Cette double étude,
combinée avec celle menant au théorème , nous permet alors de montrer le
Théorème .—Considérons une classeC de groupes finisstable par passage au quotient et un corps hilber-
tien k de caraéristique différente de . S’il existe une infinité d’entiers n ≥ 1 tels que An n’appartienne pas
à C , alors le PIGF/L admet une réponse positive pour tout corps intermédiaire k ⊆ L ⊆ kC .
Nous renvoyons au théorème  pour une version plus générale valable aussi en caraéristique .
Nous appliquons enfin le théorème  à plusieurs classes de groupes finis explicites, comme par
exemple celle des groupes résolubles (cf. corollaire ). Une conséquence notable de notre étude
permet alors de préciser l’écart qui existe entre le Problème Inverse de Galois et sa version Faible :
Théorème .— Pour tout groupe fini non trivial G, il existe un corps (non hilbertien) k tel que le PIGF/k
admette une réponse positive, mais tel que G ne se réalise pas comme groupe de Galois sur k.
Nous renvoyons à [LP, §] pour plus de détails et des références.
Pour tout corps hilbertien k et tout groupe fini G, la méthode utilisée dans [LP] fournit une extension
finie séparable E/k(T ) de groupe d’automorphismes G et telle que E * k(T ). Il s’agit certes d’une conclusion
plus faible que celle du théorème , mais qui reste bien entendu suffisante pour donner une réponse positive au
PIGF/k pour tout corps hilbertien k.
Dans cet article, nous dirons qu’un groupe G est extension d’un groupe N par un groupe H si l’on a une
suite exae 1 −→N −→ G −→H −→ 1.

On peut en fait obtenir ce même résultat en prenant à la place du seul groupe G une famille finie (et
même infinie sous certaines conditions) de groupes finis non triviaux (voir corollaire ).
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.— Le Problème Inverse de Galois Faible du point de vue de la théorie des
groupes.
En toute généralité, si M/k est une extension finie galoisienne de groupe Γ, la théorie de Galois
assure que le groupe d’automorphismes d’une sous-extension quelconque L/k s’identifie au quotient
NΓ(H)/H , où H = Gal(M/L) et NΓ(H) désigne le normalisateur de H dans Γ. Cette propriété donne
un fil condueur pour aborder, pour un corps k donné, le PIGF/k . Ceci nous amène à considérer,
pour une famille {Γn}n≥1 de groupes finis, la propriété de réalisation suivante :
(réal) pour tout groupe fini G, il existe un entier n ≥ 1 et un sous-groupe H de Γn tel que NΓn (H)/H  G.
On voit alors que :
Lemme .— Pour que le PIGF/k admette une réponse positive, il faut et il suffit qu’il existe une famille
{Γn}n≥1 de groupes finis vérifiant la propriété de réalisation (réal) et telle que Γn soit groupe de Galois sur
k pour tout n ≥ 1.
Plus généralement, on peut remarquer que, s’il existe une famille {Γn}n≥1 de groupes finis véri-
fiant la propriété de réalisation (réal) et telle que, pour tout n ≥ 1, il existe une suite (Fm/k)m≥1
d’extensions finies galoisiennes de groupe de Galois Γn telle que les corps F1, . . . ,Fm soient linéaire-
ment disjoints sur k pour tout m ≥ 2, alors, pour tout groupe fini G, il existe une suite (Em/k)m≥1
d’extensions finies séparables de groupe d’automorphismes G telle que E1, . . . ,Em soient linéairement
disjoints sur k pour tout m ≥ 2.
L’objeif principal de cette partie est d’établir le résultat suivant, qui fournit de nombreuses
situations dans lesquelles la propriété de réalisation (réal) est vérifiée :
Théorème .— Fixons un groupe fini simple non abélien G0 et une suite (Gn)n≥1 de groupes finis telle que
tout groupe fini soit contenu dans au moins un Gn. Alors la famille des extensions de GN0 par Gn (indexée
par n ≥ 1 et N ≥ 1) vérifie la propriété de réalisation (réal).
Bien qu’il s’agisse d’un résultat de pure théorie des groupes, nous obtenons en fait celui-ci grâce
à des arguments de théorie de Galois. Comme première application, nous démontrons le théorème
 qui affirme que tout corps satisfait au PIGRF. Ensuite, nous nous intéressons aux extensions de
groupes dont parle le théorème . Nous montrons que, sous une hypothèse ne portant que sur G0,
elles sont toujours des produits semi-dires. Ceci nous permet in fine de prouver le théorème .
..— Démonstration du théorème .
Précisons pour commencer quelques points de terminologie. Étant donnés un corps k de clôture
algébrique k et des indéterminées T1, . . . ,Tn, on dira, pour une extension finie galoisienne E/k(T1, . . . ,Tn)
donnée, que E/k est régulière si E ∩ k = k. Dans le cas n = 1, si E · k désigne le compositum de E et
k(T1), un élément t0 de P1(k) est un point de branchement de E/k(T1) si l’idéal premier de k[T1 − t0]
engendré par T1 − t0 est ramifié dans l’extension E · k/k(T1) . Dans la suite, r désignera le nombre
de points de branchement de E/k(T1). Rappelons que r est fini et que l’on a r = 0 si et seulement si
E · k = k(T1) (ce qui est équivalent à E = k(T1) si E/k est régulière). Enfin, on dira qu’un groupe fini
G est groupe de Galois régulier sur k s’il existe une extension galoisienne E/k(T1) de groupe G et telle
que E/k soit régulière, et qu’une telle extension E/k(T1) est une réalisation régulière de G sur k.
La restriion au cas n = 1 dans la définition précédente n’est en fait pas nécessaire, comme le
montre le lemme suivant, que nous utiliserons à plusieurs reprises dans cet article.
Lemme .— Étant donné un groupe fini G, s’il existe des indéterminées T1, . . . ,Tn et une extension ga-
loisienne E/k(T1, . . . ,Tn) de groupe de Galois G et telle que E/k soit régulière, alors G est groupe de Galois
régulier sur k.
au sens de la définition donnée à la page  de [FJ].
Si t0 =∞, T1 − t0 doit être remplacé par 1/T1.

Preuve : La conclusion résulte essentiellement du caraère hilbertien du corps k(T ), mais on a besoin
ici d’une propriété un peu plus fine qui assure l’existence de bonnes spécialisations dans k(T ) (et non
pas dans k(T )). Cette propriété est classique quand k est infini, cf. par exemple [FJ, §.]. Dans
le cas où k est fini, nous renvoyons à la démonstration de [DL, Lemma .] pour plus de détails.

Étant donnés un groupe fini G et un entier n ≥ 1 tel que G soit contenu dans Gn, nous nous
proposons de démontrer le théorème suivant :
Théorème .— Fixons un corps k de caraéristique p ≥ 0 tel que l’une des deux conditions suivantes soit
satisfaite :
) Gn est groupe de Galois régulier sur k et G0 possède une réalisation régulière sur k ayant r ≤ 2 points de
branchement, tous k-rationnels,
) p 6 |2|Gn|, Gn est groupe de Galois régulier sur k et G0 possède une réalisation régulière sur k ayant r = 3
points de branchement, tous k-rationnels.
Alors il existe une extension galoisienne E˜/k(T ,U ) telle que E˜/k soit régulière et une sous-extension E/k(T ,U )
vérifiant
• Aut(E/k(T ,U )) = G,
• Gal(E˜/k(T ,U )) est une extension Γ de GN0 par Gn pour un certain entier N ≥ 1.
En particulier, si H désigne Gal(E˜/E), on a NΓ(H)/H  G.
Remarque : Bien qu’il n’y ait aucune hypothèse explicite sur p dans le cas ), il convient de remar-
quer que, d’après le théorème d’existence de Riemann, cette situation ne peut s’appliquer si p = 0.
Avant de détailler la preuve du théorème , nous indiquons comment déduire le théorème .
Preuve du théorème  : Fixons un groupe fini G. D’après la classification des groupes simples finis,
G0 est de rang . Ainsi, d’après le théorème d’existence de Riemann, G0 possède une réalisation
régulière sur C ayant r = 3 points de branchement, tous étant bien entendu C-rationnels. De plus,
pour tout n ≥ 1 tel que G ⊆ Gn, le groupe Gn est groupe de Galois régulier sur C. On obtient alors
un groupe Γ, extension de GN0 par Gn pour un certain entier N ≥ 1, et un sous-groupe H de Γ tel que
NΓ(H)/H  G, par application du cas ) du théorème .

Venons-en maintenant à la démonstration du théorème . A partir de maintenant, on se donne
deux indéterminées T et U , et k la clôture algébrique du corps k. On se donne également une
réalisation régulière L/k(T ) de Gn sur k. Considérons un élément y(T ) du sous-corps L
G de L tel que
LG = k(T )(y(T )). On se donne enfin une extension galoisienneM/k(U ) de groupe de Galois G0, telle
queM/k soit régulière et telle queM/k(U ) possède
• r ≤ 2 points de branchement, tous k-rationnels (si l’on est dans le cas )),
• r = 3 points de branchement, tous k-rationnels (si l’on est dans le cas )).
Quitte à faire un changement de variable, on peut supposer que l’ensemble des points de branche-
ment de l’extensionM/k(U ) est
• {0} si l’on est dans le cas ) et r = 1,
• {0,∞} si l’on est dans le cas ) et r = 2,
• {0,1,∞} si l’on est dans le cas ).
Considérons alors un sous-groupe maximal H de G0 et le sous-corpsMH deM . On se donne un
élément primitif x0(U ) de MH /k(U ), que l’on peut supposer entier sur k[U ], et l’on note P(U,X) ∈
k[U ][X] le polynôme minimal de x0(U ) sur k(U ). Comme l’extensionM/k est régulière, le polynôme
P(U,X) reste irréduible sur LG(U ). En particulier, le polynôme tordu P(U−y(T ),X) est irréduible
Notons que le cas ) du théorème  peut être utilisé à la place du cas ) (quitte à travailler sur F2 au lieu
de C) puisque, d’après [Har], tout groupe fini est groupe de Galois régulier sur F2 et, d’après le théorème
de Feit-Thompson et la conjeure d’Abhyankar (démontrée par M. Raynaud et D. Harbater), tout groupe fini
simple non abélien possède une réalisation régulière sur F2 n’admettant que∞ comme point de branchement.

sur LG(U ). Fixons une racine xy(T )(U ) de P(U − y(T ),X) et notons E le compositum de L(U ) et
LG(U,xy(T )(U )). Clairement, on a E = L(U,xy(T )(U )).
Nous déterminons maintenant le groupe d’automorphismes de l’extension E/k(T ,U ) :
Lemme .— On a Aut(E/k(T ,U )) = G.
Preuve : • Commençons par montrer que
Aut(E/LG(U )) = G. ()
Par un argument de régularité déjà utilisé, le polynôme tordu P(U − y(T ),X) est irréduible sur
L(U ), c’est-à-dire les corps L(U ) et LG(U,xy(T )(U )) sont linéairement disjoints sur LG(U ). Comme
L(U )/LG(U ) est finie galoisienne de groupe G, il en est de même de E/LG(U,xy(T )(U )). Ainsi, pour
établir (), il suffit de voir que tout automorphisme σ de E/LG(U ) fixe xy(T )(U ). Supposons que ce ne
soit pas le cas pour un certain σ. Alors σ(xy(T )(U )) est une autre racine du polynôme P(U − y(T ),X)
contenue dans E. En particulier, le groupe Aut(E/L(U )) n’est pas trivial.
Considéronsmaintenant le compositumM ·L deM et L(U ). Comme l’extensionM/k est régulière,
la restriion res : Gal(M · L/L(U )) −→ Gal(M/k(U ))(= G0) est un isomorphisme de groupes. No-
tons que le corps M · L est en fait la clôture galoisienne de L(U,x0(U )) sur L(U ). Considérons aussi
la clôture galoisienne E˜y(T ) de E sur L(U ) et l’automorphisme de corps θ ∈ Aut(L(U )/L) défini par
θ(U ) =U − y(T ). Puisque le polynôme minimal de xy(T )(U ) sur L(U ) est le tordu par θ du polynôme
minimal de x0(U ) sur L(U ), on voit que θ se relève en un isomorphisme de corps θ : L(U,x0(U )) −→
L(U,xy(T )(U )) vérifiant θ(x0(U )) = xy(T )(U ). Un argument classique montre alors que θ se relève
aux clôtures galoisiennes sur L(U ) de ces deux corps. Ainsi θ définit un isomorphisme de corps
θ :M · L −→ E˜y(T ) qui fixe les éléments de L.
Le diagramme suivant récapitule la situation :
M ·L
▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
θ // E˜y(T )
L(U,x0(U ))
▲▲
▲▲
▲▲
▲▲
▲
θ // E = L(U,xy(T )(U ))
rrrrrrrr
▲▲
▲▲
▲▲
▲
L(U )
θ

rrrrrrrr
LG(U,xy(T )(U ))
M
G0
L
rrrrrrrrrr
LG(U ) = k(T ,U,y(T ))
▲▲▲▲▲▲▲▲
rrrrrrr
k(U,x0(U ))
H
✌
✌
✌
✌
✌
✌
✌
✌
✌
✌
✌
✌
✌
✌
✌
✌
✌
✌
✌
✌
✌
✌
LG = k(T ,y(T ))
rrrrrrrr
G
▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲
k(T ,U )
k(U ) k(T )
✐✐✐✐✐✐✐✐✐✐✐✐✐✐✐✐✐✐✐✐
Gn
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
L’isomorphisme de corps θ permet alors de définir un isomorphisme de groupes
ψy(T ) : Gal(E˜y(T )/L(U )) −→ G0
en envoyant τ ∈ Gal(E˜y(T )/L(U )) sur res(θ−1τθ) ∈ G0. De plus, le sous-corps E˜
ψ−1
y(T )(H)
y(T ) de E˜y(T ) fixé
par ψ−1y(T )(H) est égal à E. Comme G0 est simple et H est un sous-groupe maximal de G0, on a
NG0 (H) = H . Ainsi, via ψy(T ), on obtient l’égalité NGal(E˜y(T )/L(U ))(Gal(E˜y(T )/E)) = Gal(E˜y(T )/E). Par
conséquent, Aut(E/L(U )) est trivial, ce qui est impossible en vertu de ce qui précède.
• Pour établir le lemme, il suffit donc de montrer que Aut(E/LG(U )) = Aut(E/k(T ,U )). Il est clair
que le groupe de gauche est un sous-groupe de celui de droite. Pour la réciproque, on se donne

σ ∈ Aut(E/k(T ,U )) et l’on suppose σ < Aut(E/LG(U )). Alors σ(y(T )) , y(T ) et σ(xy(T )(U )) est une
racine du polynôme P(U −σ(y(T )),X). Comme précédemment, notons E˜y(T ) (resp. E˜σ(y(T ))) le corps
de décomposition sur L(U ) du polynôme P(U − y(T ),X) (resp. du polynôme P(U − σ(y(T )),X)). Par
construion, l’ensemble des points de branchement de E˜y(T )/L(U ) (resp. de E˜σ(y(T ))/L(U )) est
• {y(T )} (resp. {σ(y(T ))}) si l’on est dans le cas ) et r = 1,
• {y(T ),∞} (resp. {σ(y(T )),∞}) si l’on est dans le cas ) et r = 2,
• {y(T ),1+ y(T ),∞} (resp. {σ(y(T )),1+σ(y(T )),∞}) si l’on est dans le cas ).
Dans chaque cas, on vérifie aisément que les extensions E˜y(T )/L(U ) et E˜σ(y(T ))/L(U ) ont des ensembles
de points de branchement différents. En particulier, les corps E˜y(T ) et E˜σ(y(T )) sont distins, ce qui
entraîne L(U,σ(xy(T )(U ))) , L(U,xy(T )(U ))(= E). Comme σ est dans Aut(E/k(T ,U )), on obtient que
L(U,σ(xy(T )(U ))) est striement contenu dans E, ce qui est impossible car ces deux corps sont de
degré |G0|/ |H | sur L(U ).

Pour tout σ ∈ Gal(L(U )/k(T ,U )), notons à nouveau E˜σ(y(T )) le corps de décomposition sur L(U )
du polynôme P(U − σ(y(T )),X). Comme déjà vu, l’extension E˜σ(y(T ))/L(U ) est finie galoisienne de
groupe de Galois G0. Notons E˜ le compositum
•σ E˜σ(y(T ))
où σ parcourt le groupe Gal(L(U )/k(T ,U )). L’extension finie E˜/L(U ) est galoisienne et, comme G0
est simple, son groupe de Galois est égal à GN0 pour un certain entier N ∈ {1, . . . , |Gn|}. Remarquons
que le corps E construit précédemmment est contenu dans E˜ puisque E est contenu dans E˜y(T ). Par
construion, l’extension E˜/k(T ,U ) est galoisienne et son groupe de Galois est une certaine extension
de GN0 par Gn.
Pour conclure la démonstration du théorème , il nous reste à montrer que l’extension E˜/k est
régulière. Par construion, il suffit de démontrer le lemme suivant :
Lemme .— Étant donnés un entier s ≥ 2 et un s-uplet (σ1, . . . ,σs) d’éléments de Gal(L(U )/k(T ,U )),
supposons que les corps E˜σ1(y(T )), . . . , E˜σs (y(T )) soient linéairement disjoints sur L(U ). Alors les compositums
respeifs
E˜σ1(y(T )) · k, . . . , E˜σs (y(T )) · k
de E˜σ1(y(T )), . . . , E˜σs (y(T )) et k sont linéairement disjoints sur le compositum L · k(U ) de L(U ) et k.
Preuve : Par l’absurde, supposons qu’il existe q ∈ {2, . . . , s} tel que les corps E˜σ1(y(T )) · · · · · E˜σq−1(y(T )) · k
et E˜σq(y(T )) · k ne soient pas linéairement disjoints sur L · k(U ). Comme E˜σq (y(T )) · k/L · k(U ) est de
groupe de Galois G0, qui est simple, le corps E˜σq (y(T )) ·k est contenu dans le compositum E˜σ1(y(T )) · · · · ·
E˜σq−1(y(T )) · k de E˜σ1(y(T )) · k, . . . , E˜σs(y(T )) · k. En particulier, tout point de branchement de E˜σq (y(T ))/L(U )
est un point de branchement de E˜σ1(y(T )) · · · · · E˜σq−1(y(T ))/L(U ). Si l’on est dans le cas ), cela entraîne
σq(y(T )) = σi(y(T )) pour un certain entier i ∈ {1, . . . ,q−1}, ce qui implique l’égalité E˜σi (y(T )) = E˜σq (y(T )).
En particulier, les corps E˜σ1(y(T )) · · · · · E˜σq−1(y(T )) et E˜σq(y(T )) ne sont pas linéairement disjoints sur L(U ),
ce qui est absurde. Si l’on est dans le cas ), on obtient l’inclusion
{σq(y(T )),1+σq(y(T ))} ⊆
q−1⋃
i=1
{σi(y(T )),1+σi (y(T ))}.
Si σq(y(T )) = σi(y(T )) pour un certain entier i ∈ {1, . . . ,q − 1}, on aboutit comme précédemment à une
contradiion. On a donc σq(y(T )) = 1 + σi (y(T )) pour un certain entier i ∈ {1, . . . ,q − 1}. De manière
similaire, on a 1+σq(y(T )) = σj (y(T )) pour un certain entier j ∈ {1, . . . ,q − 1}. Les deux égalités précé-
dentes entraînent alors σj (y(T )) = 2 + σi (y(T )), c’est-à-dire σjσ
−1
i (σi(y(T ))) = 2 + σi (y(T )). Par con-
séquent, pour tout entier l ≥ 1, on a (σjσ
−1
i )
l (σi(y(T ))) = 2l + σi (y(T )). Pour l = |Gal(L(U )/k(T ,U ))| =
|Gn|, on obtient σi(y(T )) = 2|Gn|+σi(y(T )). Ainsi, p divise 2|Gn|, ce qui est impossible.


..— Application au Problème Inverse de Galois Régulier Faible.
Nous démontronsmaintenant le théorème . Fixons pour cela un corps k de caraéristique p ≥ 0
et un groupe fini G.
Supposons tout d’abord p = 2. Pour n ≥ |G|, le groupe symétrique Sn contient G et est groupe
de Galois régulier sur k. De plus, par [AYb], le groupe de Mathieu M23 possède une réalisation
régulière sur k n’admettant que ∞ comme point de branchement. Ainsi, en utilisant le lemme  et
en appliquant le cas ) du théorème , on voit qu’il existe une extension finie séparable E/k(T ) de
groupe d’automorphismes G et telle que E/k soit régulière.
Supposons maintenant p , 2. Dans ce cas, nous avons besoin du lemme suivant :
Lemme .— Étant donnés deux entiers m ≥ 1 et n ≥ 1 tels que m < {1,2,3,4,6} et n < {1,2,3,4,6}, ainsi
qu’un entier N ≥ 1, toute extension de ANm par An est groupe de Galois régulier sur k.
Preuve : Notons Γ une telle extension de ANm par An. Clairement, tout faeur de composition
 de Γ
est un groupe alterné Al avec l < {1,2,3,4,6}. Comme p , 2, on peut alors appliquer [Bri, Theorem
] pour affirmer que tout faeur de composition de Γ possède une réalisation GAR sur k. Il ne reste
alors plus qu’à utiliser [FJ, §.] et le lemme  pour conclure que Γ est groupe de Galois régulier
sur k.

Par le théorème , il existe un entier N ≥ 1, un entier n ≥ 1 (que l’on peut choisir arbitrairement
grand), une extension Γ de AN5 par An et un sous-groupe H de Γ tel que NΓ(H)/H  G. Mais, d’après
le lemme , il existe une extension galoisienne E/k(T ) de groupe de Galois Γ et telle que E/k soit
régulière. La sous-extension finie séparable EH /k(T ) est alors de groupe d’automorphismes G et
l’extension EH /k est bien entendu régulière.
..— A propos des extensions de groupes apparaissant dans le théorème .
La proposition suivante précise considérablement les extensions de groupes qui apparaissent
dans le théorème  :
Proposition .— Si G0 désigne un groupe fini simple non abélien tel que la suite exae
1 // Int(G0) // Aut(G0) // Out(G0)
vv
// 1
soit scindée, alors toute extension du produit cartésien GN0 (N ≥ 1) par un groupe fini G est en fait un
produit semi-dire GN0 ⋊G.
La proposition  découle des trois lemmes qui suivent :
Lemme .— Si H désigne un groupe de centre trivial et tel que la suite exae
1 // Int(H) // Aut(H) // Out(H)
vv
// 1
soit scindée, alors toute extension de H par un groupe fini G est un produit semi-dire H ⋊G.
Preuve : Ce lemme peut être obtenu direement en utilisant la théorie des extensions de groupes
d’Eilenberg-MacLane, mais nous allons en donner une preuve élémentaire (i.e. qui n’utilise pas de
cohomologie des groupes).
Étant donnée une suite exae 1 −→ H −→ Γ −→ G −→ 1 avec G fini, notons s : G −→ Γ une
seion a priori uniquement ensembliste. Considérons le morphisme I : Γ −→ Aut(H) induit par
l’épimorphisme naturel Γ −→ Int(Γ). Puisque H est de centre trivial, la restriion de I à H est un
isomorphisme sur Int(H). Par hypothèse, on a une suite exae scindée
1 // H I // Aut(H) pi // Out(H)
σ
vv
// 1
On renvoie à [FJ, §.] pour plus de détails sur la terminologie employée ici.
Si p = 0, cette conclusion peut être obtenue direement grâce au lemme  et au cas ) du théorème .

Considérons alors l’application ensembliste
θ : G −→ Aut(H)
g 7−→ I(s(g)).
Pour tout (g1,g2) ∈ G2, on a s(g1g2)s(g2)−1s(g1)−1 ∈H et donc θ(g1g2)θ(g2)−1θ(g1)−1 ∈ Int(H). L’application
θ = pi ◦θ est donc un morphisme θ : G −→Out(H). Le diagramme suivant récapitule la situation :
H
I

Aut(H)
pi

G
θ
//
θ
CC
σ◦θ
88
Out(H)
σ
ZZ
Puisque pi◦θ = pi◦σ ◦θ, on en déduit que, pour tout g ∈ G, il existe un unique λ(g) ∈H tel que θ(g) =
(σ◦θ)(g)◦I(λ(g)). On considère alors la seion ensembliste s0 de la suite de départ définie par s0(g) =
s(g)λ(g)−1 pour tout g ∈ G. Ce qui précède montre que, pour tout g ∈ G, on a σ◦θ(g) = I(s0(g)) et donc
I ◦ s0 : G −→ Aut(H) est un morphisme. Pour tout (g1,g2) ∈ G2, on a donc I(s0(g1g2)s0(g2)−1s0(g1)−1) =
idH ,mais, comme le produit s0(g1g2)s0(g2)
−1s0(g1)
−1 est un élément de H et H = Int(H), on en déduit
que s0(g1g2)s0(g2)−1s0(g1)−1 = 1. Ceci prouve donc que s0 est un morphisme et que la suite exae de
départ est bien scindée.

Dans le cas N = 1, la proposition  découle de ce lemme. Nous allons maintenant expliquer
comment l’obtenir dans le cas général.
Lemme .— Fixons un groupe fini simple G0 et un entier N ≥ 1.
) Les sous-groupes du produit cartésien GN0 qui sont isomorphes à G0 sont exaement ceux de la forme
{(ϕ1(x), . . . ,ϕN (x)) | x ∈ G0} où ϕ1, . . . ,ϕN ∈Aut(G0)∪ {1} avec (ϕ1, . . . ,ϕN ) , {(1, . . . ,1)}.
) Si G0 est de plus non abélien, alors tout automorphisme θ de GN0 opère une permutation des faeurs
dires de GN0 , c’est-à-dire, si G
N
0 = G
(1)
0 × · · ·×G
(N )
0 , alors, pour tout i ∈ {1, . . . ,N }, il existe j ∈ {1, . . . ,N } tel
que θ(G(i)0 ) = G
(j)
0 .
Preuve : ) Il est clair que, pour tout ϕ = (ϕ1, . . . ,ϕN ) ∈ (Aut(G0)∪ {1})
N \ {(1, . . . ,1)}, le sous-groupe
Sϕ = {(ϕ1(x), . . . ,ϕN (x)) | x ∈ G0} de G
N
0 est isomorphe à G0. Réciproquement, on voit aisément que
tout sous-groupe de GN0 isomorphe à G0 est de la forme Sϕ avec ϕ = (ϕ1, . . . ,ϕN ) ∈ End(G0)
N . Mais,
puisque G0 est simple, on a ker(ϕi ) = {1} ou ker(ϕi ) = G0 pour tout i ∈ {1, . . . ,N }. Dans le premier cas,
on a ϕi ∈ Aut(G0) alors que, dans le second cas, on a ϕi = 1. Enfin, puisque G0 n’est pas trivial, l’un
des ϕi est nécessairement élément de Aut(G0).
) Pour ϕ = (ϕ1, . . . ,ϕN ) ∈ (Aut(G0) ∪ {1})N \ {(1, . . . ,1)}, on note Supp(ϕ) = {i ∈ {1, . . . ,N } | ϕi , 1}(,
∅). Puisque G0 est non abélien, si ϕ et ϕ
′ sont tels que Supp(ϕ) ∩ Supp(ϕ′) , ∅, alors Sϕ et Sϕ′
ne commutent pas, c’est-à-dire il existe x ∈ Sϕ et y ∈ Sϕ′ tels que xy , yx. On en déduit que, si
Sϕ1 , . . . ,SϕN sont des sous-groupes qui commutent deux à deux, alors |Supp(ϕi )| = 1 pour tout entier
i ∈ {1, . . . ,N }, et donc que les sous-groupes Sϕ1 , . . . ,SϕN sont égaux, à l’ordre près, aux faeurs dires
G
(1)
0 , . . . ,G
(N )
0 . Si θ désigne un automorphisme de G
N
0 , alors les sous-groupes θ(G
(1)
0 ), . . . ,θ(G
(N )
0 ) sont
isomorphes à G0 et commutent deux à deux. Par le ) et ce qui précède, on déduit que θ opère bien
une permutation des faeurs dires du produit GN0 .

Lemme .— Pour tout groupe fini simple non abélien G0 et tout entier N ≥ 1, on a
Aut(GN0 ) = Aut(G0)
N ⋊ SN et Out(G
N
0 ) = Out(G0)
N ⋊ SN .
l’aion de SN sur les groupes Aut(G0)N et Out(G0)N s’entendant par permutation des faeurs dires. En
conséquence de quoi, si la suite exae
1 // Int(G0) // Aut(G0) // Out(G0)
vv
// 1

est scindée, alors la suite exae
1 // Int(GN0 )
// Aut(GN0 )
// Out(GN0 )
tt
// 1
l’est aussi.
Preuve : Par le ) du lemme , il existe unmorphisme p : Aut(GN0 ) −→ SN qui, à θ ∈Aut(G
N
0 ), associe
la permutation des faeurs dires du produit GN0 induite par θ. Puisque l’on peut faire opérer SN
sur GN0 en permutant juste les faeurs dires, on voit que ce morphisme est surjeif et que la suite
Aut(GN0 )
p // SN
uu
// 1
est même scindée. Si θ ∈ ker(p), alors on a p(G(i)0 ) = G
(i)
0 pour tout entier i ∈ {1, . . . ,N } et donc θ ∈
Aut(G0)N ≤ ker(p). On a donc une suite exae scindée
1 // Aut(G0)
N // Aut(GN0 ) // SN
uu
// 1
où l’aion de SN sur Aut(G0)N consiste en la permutation des faeurs dires. De plus, comme
Int(GN0 ) = Int(G0)
N , on a une suite exae scindée
1 // Out(G0)N // Out(G
N
0 ) // SN
uu
// 1
où l’aion de SN sur Out(G0)N consiste également en la permutation des faeurs dires. Pour finir,
pour chaque entier i ∈ {1, . . . ,N }, on a par hypothèse une suite exae scindée
1 // Int(G
(i)
0 ) // Aut(G
(i)
0 ) // Out(G
(i)
0 )
ss
// 1
1 // Int(G0) // Aut(G0) // Out(G0)
uu
// 1
L’aion de SN sur Out(G0)N et Aut(G0)N étant à chaque fois la permutation des faeurs, on en
déduit (par relèvement faeur par faeur) l’existence d’une seion à la suite exae
1 // Int(GN0 ) // Aut(G
N
0 ) // Out(G
N
0 )
tt
// 1

Combinée avec le théorème , la proposition montre que la famille de groupes finis {AN5 ⋊An}
(indexée parN ≥ 1 et n ≥ 5) vérifie la propriété de réalisation (réal) (puisque Int(A5) = A5, Aut(A5) =
S5 et Out(A5) =Z/2Z). Par ailleurs, les groupes alternés An étant engendrés par des involutions pour
n ≥ 5, on en déduit que :
Théorème .— Le PIGF/k admet une réponse positive pour tout corps k à groupe de Galois absolu libre-
ment engendré par une famille infinie d’involutions.
Le théorème  de l’introduion découle de ce théorème, compte-tenu du fait que le résultat
principal de [FHV] assure que le groupe de Galois absolu du corps Qtr des nombres algébriques
totalement réels est librement engendré par un ensemble d’involutions homéomorphe à l’ensemble
triadique de Cantor.
.— Quelques propriétés des classes de groupes finis.
Dans cette seion, nous étudions quelques propriétés des classes de groupes finis, en relation
avec la théorie des corps.
..— Terminologie.
Rappelons tout d’abord (cf. [RZ, §.]) qu’une colleion non vide C de groupes est une classe
si C est stable par isomorphismes, c’est-à-dire, si pour tout groupe G ∈ C et tout groupe G′ isomor-
phe à G, on a G′ ∈C .

Dans toute la suite de cet article, on ne considèrera que des classes de groupes finis. Pour une
telle classe C donnée, on s’intéressera aux quatre propriétés suivantes :
(C0) C est stable par sous-groupes, c’est-à-dire, pour tout groupe G ∈C et tout sous-groupe H de G,
on a H ∈C ,
(C1) C est stable par quotients, c’est-à-dire, pour tout groupe G ∈ C et tout sous-groupe normal H
de G, on a G/H ∈ C ,
(C2) C est stable par extensions, c’est-à-dire, pour tout groupe fini G et tout sous-groupe normal H
de G tels que H et G/H soient dans C , on a G ∈C ,
(C3) C est stable par produits fibrés surjeifs, c’est-à-dire, pour tout produit fibré
G1 s1
(( ((❘❘
❘❘❘
❘❘
G1 ×
G0
G2
66❧❧❧❧❧
((❘❘❘
❘❘
// G0
G2
s2
66 66❧❧❧❧❧❧❧
avec s1 et s2 surjeives et tel que G1 et G2 soient dans C , on a G1 ×
G0
G2 ∈C .
Remarques : ) La propriété (C3) est équivalente au fait que, pour tout groupe fini G et tout couple
(H1,H2) de sous-groupes normaux de G tels queG/H1 etG/H2 soient dans C , on ait G/(H1∩H2) ∈C .
En effet, on voit facilement que le groupe quotient G/(H1 ∩H2) s’identifie au produit fibré surjeif
G/H1 ×
G/(H1H2)
G/H2.
) La propriété (C3) est vérifiée dès que les propriétés (C0,2) le sont.
) Les propriétés (C1) et (C3) trouvent chacune une interprétation galoisienne très claire : les quo-
tients d’un groupe de Galois correspondent aux groupes de Galois des extensions intermédiaires et
le produit fibré de deux groupes de Galois sur leur interseion correspond au groupe de Galois du
compositum des deux extensions associées.
Dans la continuité de la terminologie introduite dans [RZ, §.] sur le sujet, nous posons :
Définition .— Nous dirons de la classe C que c’est
• une "pré-formation" si elle vérifie la propriété (C1),
• une "formation" si elle vérifie les propriétés (C1,3),
• une "formation extensive" si elle vérifie les propriétés (C1,2,3),
• une "pré-variété" si elle vérifie les propriétés (C0,1),
• une "variété extensive" si elle vérifie les propriétés (C0,1,2,3).
Exemples : • Les classes C (p) des p-groupes (p premier quelconque), C (rés) des groupes finis ré-
solubles, C (gr) de tous les groupes finis et C () composée uniquement du groupe trivial sont des
variétés extensives.
• Les classes C (ab) des groupes finis abéliens et C (nil) des groupes finis nilpotents sont à la fois des
pré-variétés et des formations, mais ne sont pas des variétés extensives.
• La classe C (cycl) des groupes cycliques est une pré-variété qui n’est pas une formation.
..— Classe associée.
Nous généralisons maintenant le passage de la classe des groupes abéliens à celle des groupes
résolubles.
Définition .— On appelle "classe associée" à C la classe, notée Ĉ , des groupes finis G possédant une
suite de composition
{1} = G0 E G1 E · · · E Gn−1 E Gn = G
telle que les quotients successifs G1/G0, . . . ,Gn/Gn−1 soient dans C .
Exemples : • On a C (rés) = Ĉ (rés) = Ĉ (nil) = Ĉ (ab).

• On a Ĉ (p) = C (p) pour tout nombre premier p.
• Puisque tout groupe fini possède une suite de Jordan-Hölder, on voit que ̂C (cycl) = C (rés) et que,
si C contient la classe C (simp) des groupes finis simples, alors Ĉ = C (gr).
Nous montrons ci-dessous que certaines des propriétés précédemment évoquées se transmettent
par passage à la classe associée.
Proposition .— ) Si C vérifie (C0), alors Ĉ vérifie (C0).
) Si C vérifie (C1), alors Ĉ vérifie (C1).
) La classe Ĉ est la plus petite classe contenant la classe C et vérifiant (C2).
) Si C vérifie (C0), alors Ĉ vérifie (C3).
Preuve : ) On se donne G ∈ Ĉ et un sous-groupe H de G. Il existe alors une suite de composition
{1} = G0 E G1 E · · · E Gn−1 E Gn = G
de G telle que les quotients successifs G1/G0, . . . ,Gn/Gn−1 soient dans C . Considérons la suite de
composition
{1} = G0 ∩H E G1 ∩H E · · · E Gn−1∩H E Gn ∩H =H
de H . Pour tout i ∈ {0, . . . ,n − 1}, le quotient (Gi+1 ∩H)/(Gi ∩H) est isomorphe à un sous-groupe de
Gi+1/Gi et, puisque Gi+1/Gi ∈C et C vérifie (C0), ce sous-groupe est un élément de C . Ainsi H ∈ Ĉ .
) On se donne G ∈ Ĉ et un sous-groupe normal H de G. Il existe alors une suite de composition
{1} = G0 E G1 E · · · E Gn−1 E Gn = G
de G telle que les quotients successifs G1/G0, . . . ,Gn/Gn−1 soient dans C . Notons pi : G −→ G/H la
surjeion canonique et considérons la suite de composition
{1} = pi(G0) E pi(G1) E · · · E pi(Gn−1) E pi(Gn) = G/H
de G/H . Pour tout i ∈ {0, . . . ,n − 1}, le quotient pi(Gi+1)/pi(Gi ) est isomorphe à un quotient de Gi+1/Gi
et, puisque Gi+1/Gi ∈C et C vérifie (C1), ce quotient est un élément de C . Ainsi G/H ∈ Ĉ .
) Montrons tout d’abord que Ĉ vérifie (C2). Pour cela, on se donne un groupe fini G et un sous-
groupe normal H de G tels que H et G/H soient dans Ĉ . Il existe alors une suite de composition
{1} =H0 EH1 E · · · EHm =H
de H telle que Hi+1/Hi soit dans C pour tout i ∈ {0, . . . ,m− 1}, et une suite
H =Hm EHm+1 E · · · EHn = G
telle que H ≤Hi pour tout i ∈ {m,. . . ,n} et telle que
{1} =Hm/H EHm+1/H E · · · EHn/H = G/H
soit une suite de composition de G/H vérifiant (Hi+1/H)/(Hi /H) ∈ C pour tout i ∈ {m,. . . ,n − 1}.
Puisque (Hi+1/H)/(Hi /H) ≃Hi+1/Hi pour tout i ∈ {m,. . . ,n− 1}, on en déduit que
{1} =H0 E · · · EHm =H EHm+1 E · · · EHn = G
est une suite de composition de G telle que Hi+1/Hi ∈C pour tout i ∈ {0, . . . ,n− 1}. Ainsi G ∈ Ĉ .
On se donne maintenant une classe C0 de groupes finis contenant C et vérifiant (C2). Fixons un
groupe fini G ∈ Ĉ , muni d’une suite de composition
{1} = G0 E G1 E · · · E Gn−1 E Gn = G
telle que les quotients successifs G1/G0, . . . ,Gn/Gn−1 soient dans C . Comme G0 est trivial et G1/G0 ∈
C , on voit que G1 ∈ C ⊆ C0. De plus, G2/G1 ∈ C ⊆ C0 et C0 vérifie (C2). Ainsi G2 est un élément de
C0. Par récurrence, on voit alors que Gn = G est un élément de C0. Ainsi Ĉ ⊆ C0.

) Il s’agit d’une conséquence immédiate du ) et du ) ci-dessus, et du ) des remarques du §..

Corollaire .— Si C est une pré-variété, alors Ĉ est une variété extensive.
..— Classe duale.
Nous étudions maintenant une notion capitale pour notre propos : celle de classe duale.
Définition .— On appelle "classe duale" de C la classe, notée C ∗, des groupes finis G tels que, pour
tout sous-groupe normal H de G tel que G/H soit dans C , on ait H = G.
Cette notion est intimement liée à la théorie inverse de Galois : si C désigne la classe des groupes
finis qui n’apparaissent pas comme groupes de Galois sur un corps k fixé, on voit que, pour qu’un
groupe fini G donné soit groupe de Galois sur k, il faut nécessairement que G soit élément de C ∗.
L’étude de la classe duale va jouer un rôle important dans cet article, en particulier l’étude des pro-
priétés de C ∗ qui découlent de celles de C . Il est déjà facile de voir que le passage à la classe duale
dualise certaines des opérations ensemblistes usuelles : si C1 et C2 désignent deux classes quelcon-
ques de groupes finis, alors
a) (C1 ∪C2)∗ = C
∗
1 ∩C
∗
2 ,
b) C1 ⊆ C2 =⇒ C
∗
2 ⊆ C
∗
1 ,
c) C ∗1 ∪C
∗
2 ⊆ (C1 ∩C2)
∗ .
De manière un peu moins triviale, on a :
Proposition .— ) La classe C ∗ vérifie (C1).
) Si C vérifie (C1), alors C ∗ vérifie (C2).
) On a C ∗ =
(
Ĉ
)∗
.
Preuve : ) On se donne un groupe fini G ∈ C ∗, un sous-groupe normal H de G et un sous-groupe
normal V de G/H tel que (G/H)/V ∈ C . Clairement, on a V = H ′/H pour un certain sous-groupe
normal H ′ de G contenant H . Comme (G/H)/V ∈ C et (G/H)/V = (G/H)/(H ′/H) ≃ G/H ′, on a
G/H ′ ∈C . Le groupe G étant dans C ∗, on obtient G =H ′, c’est-à-dire V = G/H . Ainsi G/H ∈C ∗.
) On se donne un groupe fini G et un sous-groupe normal H de G tels que H et G/H soient dans
C ∗. Par l’absurde, supposons que G ne soit pas dans C ∗. Il existe alors un sous-groupe normal H ′
de G tel que H ′ , G et G/H ′ ∈ C . S’il existe un sous-groupe normal H ′′ de G tel que H ′ ≤ H ′′ , G,
on a G/H ′′ ≃ (G/H ′)/(H ′′/H ′). Comme C vérifie (C1) et G/H ′ est dans C , on voit que G/H ′′ est lui
aussi dans C . On peut donc supposer que G/H ′ est simple. Si H est contenu dans H ′, alors H ′/H
est un sous-groupe normal de G/H et (G/H)/(H ′/H)  G/H ′ ∈ C . Or G/H est un élément de C ∗ par
hypothèse. On a donc H ′/H = G/H , c’est-à-dire H ′ = G, ce qui est absurde. Si H n’est pas contenu
dans H ′, alors HH ′ est un sous-groupe normal de G contenant striement H ′. Comme G/H ′ est
simple, on a HH ′ = G. Ainsi H/H ∩H ′ ≃ HH ′/H ′ = G/H ′ ∈ C . Or H est un élément de C ∗ par
hypothèse. On a donc H ∩H ′ =H , ce qui est absurde. On en déduit ainsi que G est élément de C ∗.
) Puisque C ⊆ Ĉ , on a
(
Ĉ
)∗
⊆ C ∗. Réciproquement, on se donne un groupe finiG n’appartenant pas
à
(
Ĉ
)∗
. Il existe alors un sous-groupe normal H de G tel que H , G et G/H ∈ Ĉ . Par définition de Ĉ ,
il existe un sous-groupe normal H ′ de G/H tel que (G/H)/H ′ ∈ C , et que l’on peut de plus supposer
différent de G/H puisque G/H , {1}. Clairement, on a H ′ = H ′′/H pour un certain sous-groupe
normal H ′′ de G contenant H . Ainsi G/H ′′ ∈C et on a H ′′ , G. Par conséquent, G < C ∗.

..— Multidualité.
Nous finissons cette seion en nous intéressant aux classes duales successives de la classe C .
Commençons par l’étude de la classe biduale C ∗∗ = (C ∗)∗ de C . Dans ce qui suit, on notera H ⊳ G
L’inclusion réciproque est fausse en général. En effet, considérons par exemple les classes C1 = {{1},Z/2Z}
et C2 = {{1},Z/3Z}. On a alors C1 ∩C2 = C () et donc (C1 ∩C2)∗ =C (gr), alors que Z/6Z <C
∗
1 ∪C
∗
2 .

pour dire que H est un sous-groupe normal stri de G et H ⊳
max
G pour dire que H est maximal dans
l’ensemble des sous-groupes normaux stris de G (c’est-à-dire G/H est simple).
Pour un groupe fini G donné, on a :
G ∈C ∗∗ ⇐⇒ ∀H ⊳ G, G/H <C ∗
⇐⇒ ∀H ⊳ G, ∃N ⊳ G/H, (G/H)/N ∈C
⇐⇒ ∀H ⊳ G, ∃N ⊳ G tel que H ≤N et G/N ∈ C
⇐⇒ ∀H ⊳
max
G, G/H ∈C .
De cette caraérisation découlent les deux remarques suivantes :
a) Si C vérifie (C1), alors C est contenue dans C ∗∗. En général, l’inclusion C ⊆ C ∗∗ n’est pas vraie,
comme le montre l’exemple C = {Z/4Z}.
b) Si C (simp) ⊆ C , alors C ∗∗ = C (gr). Cette remarque prouve en particulier que l’inclusion ré-
ciproque C ∗∗ ⊆ C n’est pas vraie non plus en général.
Pour un groupe fini non trivial G donné, rappelons que le radical de Baer de G (cf. [Bae]), que
nous noterons Rad(G), est l’interseion de tous les sous-groupes normaux maximaux de G :
Rad(G) =
⋂
H ⊳
max
G
H.
Nous pouvons maintenant caraériser les éléments non triviaux de C ∗∗ de la manière suivante :
Proposition .— Étant donné un groupe fini non trivial G, les deux assertions
i) G ∈C ∗∗,
ii) G/Rad(G) est isomorphe à un produit dire non vide de groupes finis simples appartenant à C ,
sont équivalentes.
Preuve : Parmi les sous-groupes normaux H de G tels que H ⊳
max
G, l’on considère une famille finie
{H1, . . . ,Hn} telle que Rad(G) =H1∩ · · · ∩Hn et telle que Hi+1 ∩ · · · ∩Hn *Hi pour tout i ∈ {1, . . . ,n−1}.
Comme G/H1 est simple et K = H2 ∩ · · · ∩Hn est un sous-groupe normal de G non contenu dans
H1, on a H1K = G. Ainsi, en appliquant le deuxième théorème d’isomorphisme, on a
|G/(H1 ∩K)| =
|H1K |
|H1 ∩K |
=
|H1||K |
|H1 ∩K |2
=
|H1K |
|H1|
|H1K |
|K |
et donc |G/(H1 ∩K)| = |G/H1 ×G/K |. Par ailleurs, le morphisme canonique G −→ G/H1 ×G/K est de
noyau H1 ∩K , ce qui montre finalement que
G/Rad(G) = G/(H1 ∩K) ≃ G/H1 ×G/K =G/H1 ×G/(H2 ∩ · · · ∩Hn).
Une récurrence immédiate montre alors que G/Rad(G) ≃ G/H1 × · · · ×G/Hn.
Venons-en maintenant à la démonstration de l’équivalence annoncée. Supposons tout d’abord
que G soit dans C ∗∗. D’après ce qui précède, on a G/Rad(G) ≃ G/H1 × · · · ×G/Hn, et chaque quotient
G/Hi est un groupe simple appartenant à C , en vertu de la caraérisation des éléments de la classe
biduale vue précédemment. Réciproquement, supposons que G/Rad(G) soit isomorphe à un produit
dire G1×· · ·×Gr de groupes simples appartenant àC . Pour toutH ⊳
max
G, on a alors un épimorphisme
G1 × · · · ×Gr −→ G/H . Comme les groupes G/H,G1, . . . ,Gr sont simples, cet épimorphisme fournit un
isomorphisme Gj  G/H pour un certain j ∈ {1, . . . , r}. Ainsi G/H ∈ C et G est donc dans C ∗∗.

Définissons maintenant la n-ième classe duale C ∗[n] de C par récurrence sur l’entier n, en posant
C ∗[0] = C et, pour tout n ≥ 0, C ∗[n+1] =
(
C ∗[n]
)∗
.
Nous avons alors le résultat de cyclicité des classes multiduales suivant :
Proposition .— ) On a C ∗ ⊆ C ∗∗∗ et, si C vérifie (C1), alors C ∗ = C ∗∗∗.

) Pour tout entier n ≥ 1, on a C ∗[2n] =C ∗∗ et C ∗[2n+1] = C ∗∗∗.
Preuve : ) D’après le ) de la proposition , la classe C ∗ vérifie (C1) et on a donc C ∗ ⊆ C ∗∗∗ en
vertu de la remarque a) ci-dessus. Si C vérifie (C1), alors on a C ⊆ C ∗∗, et donc C ∗∗∗ ⊆ C ∗.
) Il suffit d’effeuer une récurrence sur l’entier n en appliquant le ) et en remarquant que, d’après
le ) de la proposition , la classe C ∗[n] vérifie (C1) pour tout n ≥ 1.

L’étude de la multidualité de la classe C se résume donc à la donnée de C ∗, C ∗∗ et C ∗∗∗ (et, si
C vérifie (C1), seulement à la donnée des classes duale et biduale de C ). L’exemple de la classe
C = {{1},Z/4Z} montre que C , C ∗ < {C ,C (1),C (gr)}, C ∗∗ = C (1) et C ∗∗∗ = C (gr) peuvent être des
classes deux à deux distines.
.— Arithmétique des C -clôtures d’un corps.
On s’intéresse maintenant aux extensions galoisiennes finies à groupe de Galois dans une classe
donnée. Dans toute cette seion, k désigne un corps de clôture séparable ksép et C une classe de
groupes finis.
Définition .—On appelle "C -clôture" de k le corps, noté kC , égal au compositum (dans ksép) de toutes
les extensions galoisiennes finies de k ayant un groupe de Galois élément de C . Le corps k est dit "C -clos"
si k = kC , c’est-à-dire si k ne possède aucune extension galoisienne finie non triviale à groupe de Galois
dans C .
..— Groupes de Galois et C -clôtures.
Si l’on prend pour C la classe C (cycl) ou la classe C (ab), le corps QC est alors la tradition-
nelle clôture cyclotomique de Q, souvent notée Qab. Tous les groupes abéliens finis se réalisant
comme groupes de Galois sur Q, l’on voit que, bien que Qab soit la C (cycl)-clôture de Q, l’extension
Qab/Q possède des sous-extensions finies galoisiennes sur Q à groupes de Galois non cycliques.
Cette pathologie disparaît si l’on regarde le corps Qab comme la C (ab)-clôture de Q. Pour autant,
on peut facilement construire des extensions finies abéliennes non triviales deQab, etQab n’est donc
pas C (ab)-clos. La C (rés)-clôture deQ, notéeQrés pour plus de commodité, ne présente elle aucune
de ces pathologies : les sous-extensions galoisiennes finies sur Q de Qrés ont toutes un groupe de
Galois résoluble et aucune extension galoisienne finie non triviale de Qrés ne possède un groupe de
Galois résoluble. Le théorème qui suit vise à déterminer quelles propriétés il faut demander à la
classe C pour que la C -clôture associée ait ces "bonnes" propriétés.
Théorème .— ) Si C est une formation, alors :
• l’extension kC /k est l’unique extension galoisienne M/k vérifiant la propriété suivante : pour toute
extension galoisienne finie L/k, on a l’équivalence Gal(L/k) ∈ C ⇐⇒ L ⊆M ,
• l’extension kC /k est la plus grande extension galoisienne de k ayant pour groupe de Galois un pro-C -
groupe,
• si G ∈ C ∗ est le groupe de Galois d’une extension galoisienne finie E/k, alors, pour tout corps intermédi-
aire k ⊆ L ⊆ kC , le groupe G est aussi le groupe de Galois de l’extension E · L/L.
) Si C est une formation extensive, alors le corps kC est C -clos. En particulier, si un groupe fini G donné
est groupe de Galois sur kC , alors G ∈ C ∗. On a donc (kC )C
∗
= ksép.
) Si C est une variété extensive, alors le corps kC est le plus petit corps contenant k qui soit C -clos. Dans
ce cas, si k1 ⊆ k2 désignent deux corps quelconques, alors k
C
1 ⊆ k
C
2 (en particulier, si k1 ⊆ k2 ⊆ k
C
1 , alors
kC1 = k
C
2 ).
Preuve : ) • Considérons une extension galoisienne finie L/k quelconque. Si Gal(L/k) ∈ C , alors
on a L ⊆ kC par définition de kC . Réciproquement, si L ⊆ kC , alors, comme [L : k] est fini, il existe
des extensions galoisiennes E1/k, . . . ,En/k, à groupes de Galois éléments de C , telles que L soit inclus
dans le compositum E = E1 · · · · · En. L’extension finie E/k étant galoisienne et son groupe de Galois
étant un produit fibré d’un nombre fini d’éléments de C , on a Gal(E/k) ∈ C par (C3). Le groupe
Gal(L/k) étant un quotient de Gal(E/k), il est élément de C par (C1).

L’unicité du corps kC , pour cette propriété, est alors évidente puisque toute extension galoisi-
enne est la réunion de ses sous-extensions galoisiennes finies.
• Les groupes de Galois des extensions galoisiennes finies de k incluses dans kC sont dans C par
ce qui précède. Par conséquent, Gal(kC /k) est un pro-C -groupe. On se donne maintenant une
extension galoisienne M/k à groupe de Galois pro-C . Par définition, il existe un système projeif
filtrant à droite (Gi )i d’éléments de C tels que G = Gal(M/k) = lim←−−i
Gi . La famille {Ui}i des sous-
groupes ouverts normaux associés aux Gi (pour tout i, G/Ui  Gi pour les projeions canoniques)
constitue alors un système fondamental de voisinages du neutre de G. Étant donné α ∈M , notonsk(α) la clôture galoisienne de k(α) sur k. Puisquek(α) ⊆M , le sous-groupe Gal(M/k(α)) de G est un
sous-groupe ouvert. Il contient donc un Ui pour un certain i, et il s’ensuit que Gal(k(α)/k) est un
quotient du groupe Gi . Comme Gi ∈C et C vérifie (C1), l’on voit que Gal(k(α)/k) est élément de C .
Ainsi α ∈k(α) ⊆ kC .
• Le groupe de Galois de l’extension galoisienne finie E∩kC /k est, d’une part, un quotient de G, donc
dans C ∗ (en vertu du ) de la proposition ), et, d’autre part, un élément de C d’après le premier
point ci-dessus. Il est donc trivial. Ainsi on a E ∩ kC = k, ce qui équivaut à dire que les corps E et kC
sont linéairement disjoints sur k. On en déduit que, pour tout corps intermédiaire k ⊆ L ⊆ kC , les
corps E et L sont également linéairement disjoints sur k. Par conséquent, on a Gal(E · L/L) = G.
) Considérons une extension galoisienne finie L/kC telle que G = Gal(L/kC ) soit élément de C et
un élément α de L tel que L = kC (α).
Démontrons tout d’abord que L = kC sous l’hypothèse supplémentaire que l’extension L/k soit
galoisienne à groupe de Galois élément de C . Pour cela, notons P(X) ∈ kC [X] le polynôme minimal
de α sur kC . Comme l’extension L/k est galoisienne, pour tout σ ∈Gal(ksép/k), il existe Pσ (X) ∈ kC [X]
tel que σ(α) = Pσ (α). Puisque α est algébrique sur k, l’on peut choisir σ1, . . . ,σn ∈ Gal(ksép/k) tels
que Pσ (X) ∈ {Pσ1(X), . . . ,Pσn (X)} pour tout σ ∈ Gal(k
sép/k). Considérons alors le corps Ω, clôture
galoisienne sur k du corps obtenu en adjoignant à k les coefficients des polynômes Pσ1 (X), . . . ,Pσn (X).
Par construion, l’extension Ω(α)/k est galoisienne, et l’on a Gal(Ω(α)/Ω) = G. Puisque Ω/k est une
extension galoisienne finie incluse dans kC , on a Gal(Ω/k) ∈ C d’après le premier point du ) ci-
dessus. La classe C vérifiant (C2), l’on voit alors que le groupe Gal(Ω(α)/k), en tant qu’extension de
Gal(Ω(α)/Ω) = G ∈ C par Gal(Ω/k) ∈ C , est aussi un élément de C . En particulier, on a α ∈Ω(α) ⊆
kC et donc L = kC .
Nous expliquonsmaintenant comment traiter le cas général. Pour tout σ ∈ Gal(ksép/k), l’extension
finie kC (σ(α))/kC est galoisienne de groupe de Galois G. En effet, dans Gal(ksép/k), le sous-groupe
Gal(ksép/kC (σ(α))) est le conjugué par σ du sous-groupe Gal(ksép/kC (α)). Puisque la conjugaison
par σ induit un automorphisme de Gal(ksép/kC ), on a alors Gal(ksép/kC (σ(α))) EGal(ksép/kC ) et
Gal(kC (σ(α))/kC )  Gal(ksép/kC )/Gal(ksép/kC (σ(α)))
= Gal(ksép/kC )/σGal(ksép/kC (α))σ−1
 Gal(ksép/kC )/Gal(ksép/kC (α))
 Gal(kC (α)/kC )
= G.
Le compositum M = •σk
C (σ(α)) définit donc une extension galoisienne de k (c’est en fait la clôture
galoisienne de kC (α) sur k) et le groupe de Galois Gal(M/kC ) est alors le produit fibré d’un nombre
fini de copies du groupe G. Puisque C vérifie (C3), ce groupe est dans C . Par ce qui précède, on a
alorsM = kC et donc L = kC .
On se donne enfin une extension galoisienne finie L/kC de groupe de Galois G et un sous-groupe
normal H de G. Alors la sous-extension LH /kC de L/kC est galoisienne finie de groupe de Galois
G/H . Si G/H ∈ C , alors LH = kC d’après ce qui précède, et donc H =G. Ainsi G ∈ C ∗.
) On sait déjà, d’après ), que kC est C -clos. On se donne maintenant un corps L contenant k qui
soit C -clos et une extension galoisienne finie M/k à groupe de Galois dans C . Comme le groupe
de Galois de l’extension galoisienne finie M · L/L s’identifie à un sous-groupe de Gal(M/k) ∈ C , le
groupe Gal(M ·L/L) est lui aussi élément deC (par (C0)). Le corps L étantC -clos, on a alorsM ·L = L,
c’est-à-direM ⊆ L. On a donc kC ⊆ L.
Si k1 ⊆ k2 désignent deux corps quelconques, alors k1 ⊆ k2 ⊆ k
C
2 . Puisque k
C
2 est C -clos par ce
qui précède, on a kC1 ⊆ k
C
2 par minimalité de k
C
1 .

Remarque : Si C est une formation extensive, on voit que, d’après le ) du théorème , aucun
élément non trivial de C ne se réalise comme groupe de Galois sur kC . Si C contient de plus un
groupe de Galois régulier sur k (par exemple, un groupe abélien fini ou un groupe symétrique), l’on
voit que le corps kC n’est pas hilbertien. Il est évident que
C = C (1) et k hilbertien =⇒ kC hilbertien.
La réciproque de cette implication est vraie si le PIGR/k admet une réponse positive, en vertu de
ce qui précède. Elle est aussi vraie si C vérifie (C0). En effet, si kC est hilbertien, le raisonnement
ci-dessus montre alors que C ne contient aucun groupe abélien fini non trivial. Puisque C vérifie
(C0), le théorème de Cauchy assure alors que C = C (). Ainsi kC = k et k est hilbertien.
Nous donnons ci-dessous une variante du troisième point du ) du théorème  valable sous la
seule hypothèse que C vérifie (C1).
Proposition .— Si C est une pré-formation et si un groupe fini G ∈C ∗ n’ayant aucun quotient d’ordre
premier est le groupe de Galois d’une extension galoisienne finie E/k, alors, pour tout corps intermédiaire
k ⊆ L ⊆ kC , le groupe G est aussi le groupe de Galois de l’extension E · L/L.
Preuve : Démontrons tout d’abord un résultat préliminaire sur les quotients simples d’un produit
fibré de deux groupes quelconques :
Étant donnés un groupe simple non abélien S, un groupe G et deux sous-groupes normaux H1 et H2 de G,
si S n’est quotient ni de G/H1, ni de G/H2, alors S n’est quotient de G/(H1 ∩H2).
En effet, quitte à quotienterG,H1 etH2 parH1∩H2, on peut supposer queH1 etH2 sont d’interseion
triviale. S’il existe un sous-groupe normal N de G tel que G/N = S, alors on a nécessairement
H1N = H2N = G puisque le groupe simple S n’est quotient ni de G/H1, ni de G/H2. L’observation
suivante, qui nous a été communiquée par A. Fehm et due àM. Shusterman, permet alors de conclure
:
Si H désigne un groupe et U,V deux sous-groupes normaux de H d’interseion triviale, alors, pour tout
sous-groupe normal K de H tel que KU = KV =H , le groupe H/K est abélien.
Venons-en maintenant à la démonstration de la proposition. Clairement, il suffit de démontrer
que E ∩ kC = k. Si le groupe Gal((E ∩ kC )/k) n’est pas trivial, alors ce groupe possède un quotient
simple S qui, en tant que quotient de G, est non abélien et élément de C ∗ (d’après le ) de la proposi-
tion ), et n’est donc pas élément de C . Si L0 désigne le sous-corps de E ∩ kC tel que Gal(L0/k) = S,
alors on a L0 ⊆ kC . Puisque [L0 : k] est fini, il existe des extensions galoisiennes finiesM1/k, . . . ,Mn/k,
à groupes de Galois éléments de C , telles que L0 soit inclus dans le compositum M = M1 · · · · ·Mn.
La classe C vérifiant (C1), le groupe S n’est quotient de Gal(Mi /k) pour aucun i ∈ {1, . . . ,n}. En vertu
du résultat préliminaire ci-dessus et d’une récurrence immédiate, le groupe Gal(M/k), qui s’identifie
à un produit fibré successif des groupes Gal(M1/k), . . . ,Gal(Mn/k), n’admet alors pas S comme quo-
tient, ce qui est manifestement impossible puisque L0 est un sous-corps de M . Par conséquent,
Gal((E ∩ kC )/k) est trivial, c’est-à-dire E ∩ kC = k.

Remarque : SiC contient tous les groupes finis d’ordre premier, la condition qu’aucun quotient sim-
ple de G ne soit abélien dans la proposition  est automatique si G ∈ C ∗ (par le ) de la proposition
).
On définit maintenant la suite (kC [n])n≥0 desC -clôtures successives du corps k, en posant kC [0] = k
et kC [n+1] = (kC [n])C pour tout n ≥ 0.
La réunion des C -clôtures successives de k est alors reliée à la Ĉ -clôture de k, de la manière
suivante :
Théorème .— ) Pour tout n ≥ 0, l’extension kC [n]/k est galoisienne.
En effet, si x et y sont deux éléments quelconques de H , on a x = k1u et u = k2v avec u ∈ U , v ∈ V et
(k1,k2)2 ∈ K . On a donc [x,y] = k1uk2vu−1k
−1
1 v
−1k−12 = k1(uk2u
−1)uvu−1v−1(vk−11 v
−1)k−12 . Il ne reste plus qu’à
remarquer que [U,V ] = {1} (puisque U et V sont normaux et d’interseion triviale) pour conclure que [x,y] est
élément de K .

) Si C est une pré-variété, alors kĈ ⊆
⋃
n≥0
kC [n].
) Si C est une pré-variété qui vérifie en plus la condition (C3), alors k
Ĉ =
⋃
n≥0
kC [n].
Preuve : ) Pour n ∈ {0,1}, l’extension kC [n]/k est galoisienne. On se donne maintenant n ≥ 1 et l’on
suppose que kC [n]/k est galoisienne. Étant donné α ∈ kC [n+1], il existe des extensions galoisiennes
finiesM1/kC [n], . . . ,Mm/kC [n], à groupes de Galois dans C , telles que α appartienne au compositum
M = M1 · · · · ·Mm. Fixons alors i ∈ {1, . . . ,m}, un élément primitif βi de Mi /kC [n] et σ ∈ Gal(ksép/k).
En utilisant uniquement l’hypothèse kC [n]/k galoisienne, l’on montre comme dans la preuve du )
du théorème  que l’extension finie kC [n](σ(βi ))/kC [n] est galoisienne de groupe de Galois Gi =
Gal(Mi /kC [n]). CommeGi ∈C , l’on voit que σ(βi ) ∈ kC [n](σ(βi )) ⊆ kC [n+1], ce qui montre que σ(Mi ) ⊆
kC [n+1]. En particulier, on a σ(α) ∈ σ(M) ⊆ kC [n+1].
) Étant donné α ∈ kĈ , considérons la clôture galoisienne M de k(α) sur k; celle-ci est contenue
dans kĈ puisque kĈ /k est galoisienne. Or Ĉ est une formation puisque C est une pré-variété (cf.
corollaire ). Par le premier point du ) du théorème , on a doncG = Gal(M/k) ∈ Ĉ . Par définition
de Ĉ , il existe alors une tour d’extensions finies k =M0 ⊆M1 ⊆ · · · ⊆Mn−1 ⊆Mn =M telle que, pour
tout i ∈ {0, . . . ,n − 1}, l’extension Mi+1/Mi soit galoisienne de groupe de Galois Gi ∈ C . Pour tout
i ∈ {0, . . . ,n−1}, le groupe de Galois de l’extension galoisienne finieMi+1 · kC [i]/Mi · kC [i] s’identifie à
un sous-groupe de Gi . Or Gi est dans C et C vérifie (C0). On a donc Gal(Mi+1 · k
C [i]/Mi · k
C [i]) ∈C ,
et une récurrence immédiate montre alors queM =Mn ⊆ kC [n]. On a donc α ∈M ⊆ kC [n].
) Réciproquement, on a kC [0] = k ⊆ kĈ . On se donne maintenant un entier n ≥ 0 et l’on suppose
que kC [n] ⊆ kĈ . Étant donné α ∈ kC [n+1], considérons la clôture galoisienneM de kC [n](α) sur kC [n].
Comme M ⊆ kC [n+1] et C est une formation, on peut à nouveau utiliser le premier point du )
du théorème  : on a Gal(M/kC [n]) ∈ C . Or, par hypothèse, on a kC [n] ⊆ kĈ . Par conséquent,
Gal(M · kĈ /kĈ ) s’identifie à un sous-groupe de Gal(M/kC [n]) ∈C . Puisque C vérifie (C0) et C ⊆ Ĉ ,
l’on voit que Gal(M · kĈ /kĈ ) ∈ Ĉ . La classe C étant une pré-variété, la classe Ĉ est une formation
extensive (cf. corollaire ). En vertu du ) du théorème , on a alors M · kĈ = kĈ , c’est-à-dire
M ⊆ kĈ . En particulier, on a α ∈M ⊆ kĈ .

..— Groupes de Galois sur une C -clôture.
Le ) du théorème  assure que, si C est une formation extensive, alors les groupes finis qui
apparaissent comme groupes de Galois sur le corps kC sont nécessairement éléments de C ∗. La
réciproque de cette propriété est fausse en général puisque, par exemple, la clôture résoluble de Fp
est égale à Fp pour tout nombre premier p. Par application du troisième point du ) du théorème ,
on peut toutefois remarquer que, si le PIG/k admet une réponse positive, alors tous les groupes finis
appartenant à C ∗ sont bien groupes de Galois sur kC . Il est donc assez raisonnable de conjeurer
que, si k est un corps hilbertien, alors les groupes finis apparaissant comme groupes de Galois sur
kC sont exaement les éléments de C ∗.
Nous allons maintenant décrire une autre situation dans laquelle les groupes finis apparaissant
comme groupes de Galois sur kC sont exaement les éléments de C ∗, et faire ensuite le lien avec
une conjeure très célèbre de théorie inverse de Galois.
Proposition .— On suppose que C est une variété extensive. S’il existe un corps intermédiaire k ⊆ L ⊆
kC à groupe de Galois absolu prolibre de rang α infini, alors les groupes profinis qui apparaissent comme
groupes de Galois sur kC sont exaement les pro-C ∗-groupes de rang ≤ α.
En particulier, dans cette situation, les groupes finis qui apparaissent comme groupes de Galois sur kC sont
exaement les éléments de C ∗.
Preuve : Étant donné un corps intermédiaire L comme ci-dessus, commençons par remarquer que,
La proposition  est librement inspirée d’une idée de D. Haran et M. Jarden communiquée au premier
auteur de cet article dans une correspondance au sujet de la clôture résoluble de Q.

d’après le ) du théorème , on a LC = kC . Ainsi, si l’on identifie le groupe de Galois absolu de L,
Gal(ksép/L), au groupe prolibre F̂α , on voit que le groupe N = Gal(ksép/kC ) (qui, d’après le premier
point du ) du théorème , est égal à l’interseion des sous-groupes ouverts normaux Γ de F̂α tels
que F̂α /Γ soit élément de C ) vérifie les deux propriétés suivantes :
• N est de rang ≤ α (en tant que sous-groupe fermé d’un groupe profini de rang infini α),
• N est un pro-C ∗-groupe (car les quotients finis de N correspondent aux groupes de Galois des
extensions galoisiennes finies de kC qui, d’après le ) du théorème , sont tous éléments de C ∗).
Les groupes profinis qui sont groupes de Galois sur kC sont exaement les quotients de N . Ils ont
donc tous un rang ≤ α et sont des pro-C ∗-groupes car C ∗ vérifie (C1) (par le ) de la proposition ).
Réciproquement, l’on se donne un pro-C ∗-groupe G de rang ≤ α. Par propriété universelle de
F̂α , il existe un épimorphisme ϕ : F̂α −→ G qui induit alors, par passage au quotient, un épimor-
phisme ϕ˜ : F̂α /N −→ G/ϕ(N ). Par construion, le groupe quotient F̂α/N est le groupe de Galois
de l’extension galoisienne LC /L; c’est donc un pro-C -groupe en vertu du deuxième point du ) du
théorème . Puisque C vérifie (C1), l’on voit que, via l’épimorphisme ϕ˜, le groupe quotient G/ϕ(N )
est lui aussi un pro-C -groupe. Tout quotient fini non trivial de G/ϕ(N ) est alors un élément de C ,
mais aussi un élément de C ∗ en tant que quotient du pro-C ∗-groupe G. On en déduit que G/ϕ(N )
n’a pas de quotient non trivial et donc que G = ϕ(N ). Ainsi G est un quotient deN et est donc groupe
de Galois d’une extension galoisienne de kC .

Pour illustrer l’intérêt de la proposition , nous considérons la classe C (rés) des groupes finis
résolubles. Comme c’est une variété extensive, les théorèmes  et , ainsi que la proposition ,
peuvent alors être entièrement appliqués. En particulier, la clôture résoluble de k, notée krés, est
l’unique corpsM contenant k vérifiant les conditions (équivalentes) suivantes :
i) l’extension M/k est galoisienne et, pour toute extension galoisienne finie L/k, le groupe Gal(L/k)
est résoluble si et seulement si L ⊆M ,
ii) l’extension M/k est la plus grande extension galoisienne de k ayant pour groupe de Galois un
groupe pro-résoluble,
iii) le corpsM est le plus petit corps contenant k qui soit C (rés)-clos,
iv) le corpsM est égal à la réunion des abélianisés successifs de k.
Puisque l’on a les inclusions C (cycl) ⊆ C (ab) ⊆ C (nil) ⊆ C (rés), on en déduit que C (cycl)∗ ⊇
C (ab)∗ ⊇ C (nil)∗ ⊇ C (rés)∗. Le ) de la proposition  montre que ces inclusions sont en fait des
égalités.
Par définition, la classe des groupes finis fortement non résolubles, notée C (FnR), est la classe
duale C (cycl)∗ = C (ab)∗ =C (nil)∗ = C (rés)∗. On a alors les propriétés suivantes :
a) Un groupe fini est dans C (FnR) si et seulement si aucun de ses quotients n’est d’ordre premier.
b) On a C (FnR) =
⋂
p∈P
C (p)∗ où P désigne l’ensemble des nombres premiers.
c) La classe C (FnR) est la plus grande classe de groupes finis vérifiant (C1) et ne contenant aucun
groupe fini d’ordre premier.
d) La classe C (FnR) vérifie (C2). En particulier, toute extension et tout produit fibré de groupes finis
simples non abéliens sont des groupes fortement non résolubles.
e) La classe C (FnR) ne satisfait visiblement pas la condition (C0). En fait, elle n’estmême pas stable
par sous-groupes normaux. En effet, considérons par exemple le groupe alterné A5, qui est simple
non abélien et donc fortement non résoluble. Puisqu’il se réalise comme groupe de Galois surQ, il se
réalise aussi surQrés (en vertu du troisième point du ) du théorème ) et l’on peut donc considérer
une extension galoisienne finie L/Qrés de groupe de Galois A5. L’extension Qrés/Q étant galoisienne,
un célèbre théorème de Weissauer assure alors que L est hilbertien, et donc que Z/2Z se réalise
comme groupe de Galois sur L. Étant donnés une extension quadratique M/L et σ ∈ Gal(Q/Qrés),
l’extension σ(M)/L est clairement quadratique. Par conséquent, si l’on note M˜ le compositum des
qui assure que toute extension finie strie et séparable d’une extension galoisienne d’un corps hilbertien
est hilbertienne (voir par exemple [FJ, Theorem ..]).

corps σ(M) lorsque σ parcourt le groupe Gal(Q/Qrés) (M˜ est en fait la clôture galoisienne de M sur
Qrés), l’on voit qu’il existe un entier N ≥ 1 tel que Gal(M˜/L) = (Z/2Z)N . Il s’ensuit que Gal(M˜/Qrés),
qui est dansC (FnR) (puisque se réalisant comme groupe de Galois surQrés), possède un sous-groupe
normal, (Z/2Z)N , qui, étant abélien, ne peut être dans C (FnR).
f) La classe duale de C (FnR) (c’est-à-dire la classe biduale de C (rés)) est la classe constituée des
groupes finis qui n’admettent pour quotients simples que des groupes d’ordre premier.
Regardons maintenant deux applications de la proposition  à la classe C (rés) :
a) k = Q. Comme nous l’avons déjà remarqué, une réponse positive au PIG/Q entraînerait que les
groupes finis apparaissant comme groupes de Galois sur Qrés seraient exaement les groupes finis
fortement non résolubles. Il est intéressant de remarquer que, sous la célèbre conjeure de Sha-
farevich, on obtient ce même résultat en appliquant la proposition  au corps L = Qab. L’intérêt
de cette remarque est qu’il n’existe a priori aucun lien logique entre le PIG/Q et la conjeure de
Shafarevich (voir [DD, Remark .]).
b) k = Fq(T ). On applique la proposition  au corps L = Fq(T ) : L est la clôture cyclotomique
du corps k et est donc inclus dans la clôture résoluble de k. Un célèbre théorème dû à Riemann,
Harbater et Pop assure alors que L a un groupe de Galois absolu prolibre de rang ℵ0. On peut
donc en déduire que les groupes profinis qui apparaissent comme groupes de Galois sur Fq(T )rés
sont exaement les pro-FnR-groupes de rang ≤ ℵ0.
Ce résultat est particulièrement intéressant quand on le compare au précédent. En effet, il s’agit
de l’analogue classique entre Q et Fq(T ) : la clôture cyclotomique de Q est Qab et celle de Fq(T )
est Fq(T ). Le théorème de Riemann, Harbater et Pop dit alors que l’analogue de la conjeure de
Shafarevich est vraie pour Fq(T ) de la même manière que le b) dit que l’analogue du a) est vrai pour
Fq(T ).
.— Application au Problème Inverse de Galois Faible.
Dans cette dernière seion, nous donnons tout d’abord des conditions suffisantes sur une classe
C de groupes finis et un corps k pour que le PIGF possède une réponse positive sur les sous-corps
de kC contenant k. En particulier, dans le théorème  à venir, nous généralisons le théorème  de
l’introduion. Nous appliquons ensuite notre étude à plusieurs classes de groupes finis explicites.
Le corollaire  qui suit précise l’écart existant entre le PIG et sa version Faible annoncé dans le
théorème  de l’introduion.
..— Résolution du Problème Inverse de Galois Faible sur certaines clôtures d’un corps hilber-
tien.
Théorème .— On se donne une pré-formation C et un corps hilbertien k de caraéristique p ≥ 0.
) Si les conditions
• p , 2 ou F2 ⊆ k,
• il existe une infinité d’entiers n ≥ 1 tels que le groupe alterné An n’appartienne pas à C ,
sont satisfaites, alors le PIGF/L admet une réponse positive pour tout corps intermédiaire k ⊆ L ⊆ kC .
) Si les conditions
• p = 2,
• il existe une infinité d’entiers impairs n ≥ 1 tels que An n’appartienne pas à C ,
• il existe un groupe fini simple non abélien G0 n’appartenant pas à C et admettant une réalisation ré-
gulière sur k ne possédant que∞ comme point de branchement,
sont satisfaites, alors le PIGF/L admet une réponse positive pour tout corps intermédiaire k ⊆ L ⊆ kC .
Cette conjeure affirme que le groupe de Galois absolu de Qab est isomorphe au groupe prolibre de rang
ℵ0, F̂ω .
Ce théorème affirme que, pour tout corps séparablement clos K , le groupe de Galois absolu de K(T ) est
prolibre de rang égal au cardinal de K .

Plus généralement, dans chacun des cas ) et ) ci-dessus, pour tout groupe fini G et tout corps intermé-
diaire k ⊆ L ⊆ kC , il existe une suite (Fn/L)n≥1 d’extensions finies séparables de groupe d’automorphismes
G telle que les corps F1, . . . ,Fn soient linéairement disjoints sur L pour tout n ≥ 2.
Preuve : Notons tout d’abord que, pour qu’il existe, pour tout groupe fini G et tout corps intermé-
diaire k ⊆ L ⊆ kC , une suite (Fn/L)n≥1 d’extensions finies séparables de groupe d’automorphismes G
telle que les corps F1, . . . ,Fn soient linéairement disjoints sur L pour tout n ≥ 2, il suffit de trouver
une famille {Γn}n≥1 de groupes finis non triviaux vérifiant les quatre conditions suivantes :
a) Γn ∈ C ∗ pour tout entier n ≥ 1,
b) pour tout entier n ≥ 1, aucun quotient simple de Γn n’est abélien,
c) {Γn}n≥1 vérifie la propriété de réalisation (réal) (énoncée avant le lemme ),
d) Γn est groupe de Galois régulier sur k pour tout entier n ≥ 1.
En effet, fixons un groupe fini G et un corps intermédiaire k ⊆ L ⊆ kC . Par c), il existe un entier n ≥ 1
et un sous-groupe H de Γn tel que NΓn (H)/H  G. Fixons une extension finie galoisienne E/k(T ) telle
que E/k soit régulière et vérifiant Gal(E/k(T )) = Γn (cf. d)). Comme k est hilbertien, Γn est non trivial
et E/k est régulière, il existe une suite (tm)m≥1 d’éléments de P
1(k) telle que Gal(Etm /k) = Γn pour
tout m ≥ 1 et telle que les corps Et1 , . . . ,Etm soient linéairement disjoints sur k pour tout m ≥ 2. Étant
donné m ≥ 1, le groupe de Galois de l’extension Et1 · · · · ·Etm+1 /k s’identifie au produit dire de m+1
copies du groupe Γn. Or Γn est dans C ∗ (cf. a)) et C ∗ vérifie (C2) (en vertu du ) de la proposition ).
Par conséquent, Gal(Et1 · · · · ·Etm+1 /k) = Γ
m+1
n est dans C
∗. De plus, par b), aucun quotient simple du
groupe Γm+1n n’est abélien. Par la proposition , on a donc
[Et1 · · · · ·Etm+1 · L : L] = [Et1 · · · · ·Etm+1 : k]. ()
De même, on a
[Et1 · · · · ·Etm · L : L] = [Et1 · · · · ·Etm : k] et [Etm+1 · L : L] = [Etm+1 : k]. ()
Comme les corps Et1 , . . . ,Etm+1 sont linéairement disjoints sur k, on a
[Et1 · · · · ·Etm+1 : k] = [Et1 · · · · ·Etm : k][Etm+1 : k]. ()
En combinant (), () et (), on obtient [Et1 · · · · · Etm+1 · L : L] = [Et1 · · · · · Etm · L : L][Etm+1 · L : L], ce qui
montre bien que les corps Et1 ·L, . . . ,Etm+1 ·L sont linéairement disjoints sur L. Enfin, comme déjà noté
dans (), on a Gal(Etm · L/L) = Γn pour tout m ≥ 1. Le lemme  fournit alors la conclusion désirée.
Nous démontrons maintenant que, dans chacun des cas ) et ), l’on peut toujours trouver une
famille {Γn}n≥1 de groupes finis non triviaux vérifiant les quatre conditions ci-dessus. Pour ce faire,
nous utiliserons le résultat préliminaire de théorie des groupes suivant :
Si un groupe Γ est extension d’un groupe G2 par un groupe G1, alors tout quotient simple de Γ est un
quotient de G2 ou de G1. En particulier, si un groupe Γ est extension d’une puissance d’un groupe simple
G2 par un groupe simple G1, alors G1 et G2 sont les seuls quotients simples possibles de Γ .
Supposons tout d’abord que l’on soit dans le cas ) et p , 2. Fixons un ensemble infini S d’entiers
n ≥ 7 tel que, pour tout n ∈ S, le groupe An n’appartienne pas à C . Puisque tout groupe fini G
se plonge dans An pour au moins un entier n ∈ S, l’on voit que, si m ∈ S, la famille des extensions
de ANm par An (indexée par N ≥ 1 et n ∈ S) vérifie c) (cf. théorème ). De plus, la condition d) est
vérifiée par le lemme . Fixons une telle extension Γ de ANm par An. Puisque Am et An sont simples
et n’appartiennent pas à C , on voit que Am et An sont éléments de C
∗ et, puisque C ∗ vérifie (C2) (en
vertu du ) de la proposition ), on a Γ ∈ C ∗. Le résultat préliminaire ci-dessus assure enfin que
tout quotient simple de Γ vaut Am ou An, qui ne sont visiblement pas abéliens.
Supposons maintenant que l’on soit dans le cas ). Fixons un groupe fini G et un ensemble
infini S d’entiers impairs n ≥ 7 tel que, pour tout n ∈ S, le groupe An n’appartienne pas à C . Pour
nG ∈ S tel que G ⊆ AnG , le groupe AnG est , en vertu de [Bri, Theorem ] et du lemme , groupe
de Galois régulier sur k. Ainsi, en appliquant le cas ) du théorème  et le lemme , on voit qu’il
En effet, fixons un groupe simple S et un épimorphisme pi : Γ −→ S . Puisque G2 E Γ, on a pi(G2) E S . Ainsi,
soit pi(G2) = S et S est alors un quotient de G2, soit pi(G2) = {1} et, dans ces conditions, on a alors G2 ≤ ker(pi),
ce qui fournit un épimorphisme G1 = Γ/G2 −→ Γ/ker(pi)  S .

existe un groupe fini ΓG, extension de G
N
0 par AnG pour un certain N ≥ 1, tel que ΓG soit groupe de
Galois régulier sur k et tel que NΓG (H)/H  G pour un certain sous-groupe H de ΓG. Ainsi la famille
{ΓG}G vérifie les conditions c) et d) ci-dessus. On montre alors comme dans le cas précédent que les
conditions a) et b) sont également vérifiées dans cette situation.
Supposons enfin que l’on soit dans le cas ) et que F2 ⊆ k. Alors, d’après [AOS], pour tout
n ≥ 7, le groupe An possède une réalisation régulière sur k n’admettant que ∞ comme point de
branchement, et l’on peut donc appliquer le même raisonnement que celui adopté dans le cas ).

Remarques : ) Plusieurs groupes finis simples non abéliens possèdent une réalisation régulière
sur tout corps de caraéristique  n’admettant que ∞ comme point de branchement. Par exemple,
comme déjà utilisé dans la démonstration du théorème , le groupe deMathieu M23 vérifie cette con-
dition. D’autres exemples explicites sont le groupe projeif spécial linéaire PSL3(F2) (voir [AYa,
Theorem .]) ou le groupe de Mathieu M24 (cf. [AYb]). Par contre, il n’est pas clair que, pour tout
n ≥ 5, le groupe alterné An vérifie cette condition, ceci expliquant l’hypothèse plus restriive en
caraéristique  dans le théorème  si k ne contient pas F2.
) Rappelons qu’un corps k est RG-hilbertien (une terminologie introduite par M. Fried et H. Völklein
dans [FV]) si toute extension finie galoisienne E/k(T ) telle que E/k soit régulière possède au moins
une spécialisation Et0 /k (avec t0 dans P
1(k)) telle que Gal(Et0 /k) = Gal(E/k(T )). S’il est clair que tout
corps hilbertien est nécessairement RG-hilbertien, la réciproque n’est pas vraie en général, cf. [FV]
et [DH]. Cependant, la conclusion des cas ) et ) du théorème  reste vraie si k est seulement
RG-hilbertien.
) En vertu du ) de la proposition  (et puisque C et Ĉ contiennent les mêmes groupes simples), la
conclusion du théorème  estmême vraie pour tout corps intermédiaire k ⊆ L ⊆ kĈ . On voit en fait
que la conclusion est vraie pour tout entier naturel n et tout corps intermédiaire kC [n] ⊆ L ⊆ (kC [n])Ĉ .
) En utilisant le troisième point du ) du théorème  à la place de la proposition , l’on voit que,
dans la preuve du théorème , l’on peut se passer de la condition b) si C est une pré-variété ou une
formation. Comme déjà mentionné dans la remarque qui précède le théorème , il en est de même
si C contient tous les groupes finis d’ordre premier.
Comme première application du théorème , on peut considérer la classe C (rés) des groupes
finis résolubles. C’est une variété extensive qui ne contient aucun groupe fini simple non abélien.
Les ) et ) du théorème  fournissent alors l’énoncé suivant :
Corollaire .— Pour tout corps hilbertien k, le PIGF/L admet une réponse positive pour tout corps inter-
médiaire k ⊆ L ⊆ krés.
Remarque : ) Comme pour le théorème , ce résultat est novateur dans la mesure où de nombreux
corps intermédiaires k ⊆ L ⊆ krés sont non hilbertiens et dépassent donc le cadre d’application de
[LP]. Par exemple, dans l’ensemble de ces corps intermédiaires non hilbertiens figure, pour tout
nombre premier p, la pro-p-extension maximale de k, ce corps étant la C (p)-clôture de k . Comme
autres corps intermédiaires, l’on trouve également les clôtures abélienne kab et nilpotente knil du
corps k. Ces cas peuvent être obtenus direement par application du théorème  aux classes C (ab)
et C (nil) .
) La pro-2-extension maximale de Q est égale au corps C(i), où C désigne le corps des nombres
réels construibles à la règle et au compas. Si L désigne un sous-corps de C distin de Q, alors le
corps L n’est la C -clôture de Q pour aucune pré-formation C . En effet, si c’était le cas, alors, par le
premier point du ) du théorème , on aurait Z/2Z ∈ C et donc i ∈ L, ce qui est impossible. Ceci
Il n’est même pas clair a priori que tout groupe alterné soit groupe de Galois régulier sur tout corps de
caraéristique .
Par contre, comme il n’est pas clair a priori que toute extension finie śeparable d’un corps RG-hilbertien soit
un corps RG-hilbertien (cf. [DH, §]), nous ne pouvons garantir la conclusion plus générale du théorème 
dans cette situation.
Ce corps est bien non hilbertien en vertu de la remarque qui précède la proposition .
Par des résultats classiques de Kuyk (cf. [Kuy, Corollaires  & ]), les corps kab et knil sont hilbertiens si
k l’est. Par conséquent, le fait que le PIGF possède une réponse positive sur ces deux corps, qui est alors une
conséquence de [LP], est réobtenu ici sans utiliser leur caraère hilbertien.

permet en particulier d’exhiber un exemple d’extension galoisienne M/Q telle que M ne soit pas
hilbertien, telle que le PIGF/M admette une réponse positive et telle queM ne soit la C -clôture de Q
pour aucune pré-formation C : la clôture pythagoricienne Qpyth de Q, qui est par définition le plus
petit corps L contenant Q et tel que L2 = L2 + L2. Par ailleurs, comme annoncé dans le résumé de cet
article, le PIG/Qpyth admet une réponse négative puisqu’en vertu du théorème de Diller et Dress le
groupeZ/4Z n’est pas groupe de Galois surQpyth (on renvoie par exemple à [Des] pour un aperçu
des propriétés de la clôture pythagoricienne d’un corps donné).
Un autre exemple d’application peut être obtenu en considérant, pour un entier n ≥ 1 donné,
la classe C (≤ n) des groupes finis d’ordre au plus n. Il s’agit visiblement d’une pré-variété qui ne
contient qu’un nombre fini de groupes alternés. De plus, pour n ≤ 244 823 039 (= |M24| − 1), elle ne
contient pas le groupe de Mathieu M24 qui, comme déjà rappelé, possède une réalisation régulière
sur tout corps de caraéristique 2 n’admettant que∞ comme point de branchement. Par les ) et
) du théorème , on a donc :
Corollaire .— Étant donnés un entier n ≥ 1 et un corps hilbertien k de caraéristique p ≥ 0, si p , 2
ou F2 ⊆ k ou n ≤ 244 823 039, alors le PIGF/L admet une réponse positive pour tout corps intermédiaire
k ⊆ L ⊆ kC (≤n).
..— Sur l’écart entre le Problème Inverse de Galois et sa version Faible.
Comme déjà vu dans le §., tout groupe fini se réalisant comme groupe de Galois sur la clôture
résoluble d’un corps quelconque est nécessairement un groupe fortement non résoluble. Ainsi le
corollaire  fournit un nouvel exemple de corps sur lequel le PIGF admet une réponse positive,
mais pas le PIG.
Un exemple similaire peut être obtenu en considérant, pour un sous-ensemble non vide P0
donné de l’ensemble P des nombres premiers, la classe C (P0) des groupes finis G tels que tout di-
viseur premier de |G| soit dans P0. Visiblement, C (P0) est une variété extensive non triviale et l’on
voit que, si P0 ,P , alors C (P0) ne contient qu’un nombre fini de groupes alternés. Par conséquent,
d’après le ) du théorème  et le ) du théorème , si k est un corps hilbertien de caraéristique
p ≥ 0 tel que p , 2 ou F2 ⊆ k, alors le PIGF/kC (P0) admet une réponse positive, mais aucun élément
non trivial de C (P0) ne se réalise comme groupe de Galois sur kC (P0).
Puisque tout groupe fini non trivial G appartient à C (P0) pour au moins un P0 (dépendant de
G), on obtient le résultat ci-dessous qui généralise le théorème  énoncé dans l’introduion :
Corollaire .— On se donne
• une famille non vide {Gi }i∈I de groupes finis non triviaux telle qu’il existe au moins un nombre premier
ne divisant aucun des ordres des groupes Gi (i ∈ I),
• un sous-ensemble non vide stri P0 de P contenant tous les diviseurs premiers des ordres des groupes
Gi (i ∈ I),
• un corps hilbertien k de caraéristique p ≥ 0.
Supposons p , 2 ou F2 ⊆ k. Alors le PIGF/kC (P0) admet une réponse positive mais, pour tout i ∈ I , le groupe
Gi ne se réalise pas comme groupe de Galois sur kC (P0).
Remarques : ) Comme I est non vide, la remarque qui précède la proposition  permet d’affirmer
qu’aucun corps kC (P0) comme dans le corollaire  n’est hilbertien.
) Comme autre exemple de classes permettant de montrer le théorème , on peut citer la famille
{C (A≥n)∗}n≥5, où C (A≥n) désigne la classe constituée des groupes alternés Am pour m ≥ n et du
groupe trivial. En effet, puisque C (A≥n) est visiblement une pré-formation, on déduit des ) et ) de
la proposition  que la classe C (A≥n)∗ vérifie les conditions (C1,2). Par le résultat préliminaire de
théorie des groupes du début de la preuve de la proposition , cette classe est en fait une formation
extensive. Si G désigne un groupe fini d’ordre au plus n, alors G ∈C (A≥n)
∗ et donc, en appliquant le
) du théorème , le ) du théorème  et la remarque qui précède la proposition , l’on voit que,
si k est un corps hilbertien de caraéristique p ≥ 0 tel que p , 2 ou F2 ⊆ k, alors kC (A≥n)
∗
est un corps
Ce groupe est le plus grand groupe fini simple non abélien vérifiant cette propriété que nous connaissons.
Comme déjà mentionné dans l’introduion, le corps Qtr vérifie également cette propriété.

non hilbertien pour lequel le PIGF admet une réponse positive, mais sur lequel G ne se réalise pas
groupe de Galois.
Cette famille de classes contient les deux familles {C (≤ n)}n≥1 et {C (P0)}∅,P0(P présentées
précédemment, ainsi que la classe C (rés) . Elle est intéressante car la suite (C (A≥n)∗)n≥5 est crois-
sante pour l’inclusion et, par le raisonnement ci-dessus, on a
⋃
n≥5C (A≥n)
∗ = C (gr). Ainsi, en posant
kn = k
C (A≥n)∗ pour tout n ≥ 5, on obtient une suite croissante de corps k ⊆ k5 ⊆ k6 ⊆ · · · ⊆ kn ⊆ · · · telle
que
⋃
n≥5 kn = k
sép et telle que, pour tout n ≥ 5, le PIGF admet une réponse positive sur kn, mais pas
le PIG.
Pour conclure cet article, nous attirons l’attention sur le fait que nous pouvons en fait con-
struire une infinité de réalisations linéairement disjointes d’un groupe fini donné comme groupe
d’automorphismes sur la C -clôture considérée du corps hilbertien k dans les corollaires  à , et
l’on peut aussi supposer que k est seulement RG-hilbertien.
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